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MATHEMATIQUES
Durée : 3 heures

L'usage d’une calculatrice est autorisé pour cette épreuve. Si, au cours de
I’épreuve, un candidat repére ce qui lui semble étre une erreur d’énoncé, il le
signale sur sa copie et poursuit sa composition en expliguant les raisons des ini-
tiatives qu’il a été amené A prendre.

" Les problémes I et II sont indépendants.

Probleme 1.
Soit f une fonction continue sur lintervalle 7 =]0, +o00], on définit la fonction Gy de  dans R
par :

3z
Ve e I,Gp(z) = f—itldt.

&

1.1.a. Montrer que la fonction Gy est dérivable sur 1.

0}
8,

Indication : on pourra introduire une primitive de la fonction t ~—

[.1.b. Déterminer la fonction G}.
[.2.a. On définit la fonction fi de I dans IR par :
¥z € I,fl(.’u") =1,

Déterminer la fonction G = Gy,
1.2.b. On définit 1a fonction fo de 7 dans R par :
Y € I, fo(z) = ln(=z).

Déterminer la fonction G2 = G, .
1.3. Dans la suite du probléme, H désignera la fonction définie sur I & valeurs dans R par :

3z ms(t)

vz € 1, H{z) = Tdt.

™

1.3.a. Déterminer le signe de H(%) et H(3).

1.3.b. Monirer que : Vz € I, [H(z}| < In(3}.

cosl(t) _
t

1.4.a. Montrer que + t&(t) ot € est une fonction définie sur I, de limite nulle

1t
. t 2
en z€ro.

1.4.b. Montrer que la fonction £ est continue sur R*" et prolongeable par continuité en une
fonction continue sur RY.

I.4.c. En déduire que H(z) tend vers In(3) quand z tend vers 0 par valeurs supérieures.
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Notation : On notera désormais h le prolongement par continuité de H a [0, +o00| obtenu en
posant : A{0) = In(3).

1.5. Montrer gue h est dérivable en 0.

I1.6.a. Montrer que Vx € I, on a:

h(z) = Sing(jx) = Si"f) + f * S—@ dt.

3T .
1.6.b. Montrer que f EH:T(Q:& tend vers 0 quand z tend vers +oo.

L6.c. En déduire la limite de h{z) quand x tend vers +00.

L7. Déterminer les intervalles sur lesquels la fonction h est croissante et ceux sur lesquels elle
est décroissante.

L.8. Monirer que pour tout m, entier naturel, on a :

2n ax
2“"’_ 1 _ 2 i n+k Cm(u)
M= W)_g)[% O R ™

Probléme 2.

On dispose de deux variétés d’une méme plante, génétiquement compatibles et discernables,
appelées 1 et 2, semées dans des champs voisins, 1 et 2, de superficies égales et de méme taux
de rendement. A Finstant n, on notera S,{j) la proportion de variété 1 présente dans le champ
4. A Pissue de 'année, on note Ry11{j) la proportion de grain de varidté 1 récolié dans le
champ j.

On note S, le vecteur :

_ [ S-{1)
S = ( 7).

Premiére partie

On suppose avoir observé ici que les proportions des deux récoltes obéissent naturellement &
la loi suivante :

1 1
On replante systématiquement dans chaque champ & proportion de ce qu’on a récolté.

I 1. Donner la matrice de transition de Sy & Spy1, ¢'est-a-dire la matrice M vérifiant :

Sn_;.] _— MS.,;.

1.2, Déterminer I'ensemble des valeurs de A pour lesquelles ker(M — AlL) # {O}.

2



1.3. Déterminer deux vecteurs indépendants U, et I/, de seconde coordonnée égalea 1, vérifiant :

17
MU1 = Ul et MUz = §6U2

L4. Déterminer la matrice de passage, notée P, de la base canonique de IR? 3 la base (U, Us)
ainsi que sa matrice inverse P71,

L5. Calculer D = P 'MP.
1.6 Caleuler les coeflicients de D'® & 10~° prés par défaut. En déduire les coefficients de M*°
& 107" prés.

1.7. On suppose avoir ensemencé initialement le champ 1 avec de ia variété 1 et le champ 2 avec
la, variété 2 en guantités égales, c’est-a dire que Sp(1) = 1 et 5p(2) = 0. Donner les proportions
de variétés 1 et 2 récoltées dans chaque champ A Pissue de la dixieme année.

Qn(1,1) Qn(1,2)
Qn(2,1) Qn(2,2)

la matrice 2 = (gg: 3 ggj gg si ¥, §) € {1,2)? la suite @,(i,j) converge vers Qfi, 7).

Pour toute la suite, on dit que la suite de matrices Qn = ) converge vers

1.8. Montrer que la snite D" converge vers une matrice qu'on précisera. Vérifier que les
coefficients de M™ sont des combinaisons linéaires de coefficients de D”. En déduire que la
suite M™ converge vers la matrice

v= (35 55):

1.9. En reprenant ’ensemencement initial du L.7. donner les proportions limites des variétés 1
et 2 récoltées dans chacun des champs. :

Deuxiéme Partie. :
On modifie les caractéristiques des deux champs de sorte que les proportions de rendement
soient données par la loi :

i

Ruar(1) = 705 (ASa(1) +(100 = A)Sn(2) et Rnia(2) = 15

((100 — B)Sn(1) + BSa(2)),
A et B Stant des entiers compris entre 1 et 99,
On replante systématiquement dans chaque champ des quantités égales, et a proportion
de ce qu’on a récolté.
T.S.V.P.



1T 1. Donner la matrice de transition de Sy, & Snyy.
On notera M (A, B) celte matrice.

I1.2. Déterminer les deux valeurs réelles A pour lesquelles ker(M(A, B} — Alz) # {0} & I'aide
de Aet B.

IL.3. Déterminer deux vecteurs indépendants U; et U, de premiére coordonnée égale a 1,
p 5 1 1
vérifiant : M(A, B)U} ={ et M(A,B)Uz = (mB + E"GA - I)Ug.

I1.4. Déterminer la matrice de passage, notée P, de la base canonique de R? 2 \a base (U, Us)
ainsi que sa matrice inverse.

On note par la suite D(A, B) = P™' M{(A, B)P.

11.5. Déterminer J, la limite éventuelle de la suite de matrices [D(A, B)]" et les coefficients de
la matrice N(A, B) = PJP™'. Comment peut-on interpréter cette maftrice ?

1/3 2/3

I1.6. Montrer que N{A, B) = (1/3 2/3

) si et seulement si 2B-A=100.

1L7. Déterminer a quelle condition nécessaire et suffisante on a : N(4, B) = % (i i) ;

FIN



