CONCOURS EXTERNE D’ADMINISTRATEUR TERRITORIAL
OCTOBRE 2006

COMPOSITION PORTANT SUR LES MATHEMATIQUES

EPREUVE N° 34

Durée : 5 heures
Coefficient : 2

SUJET :
PROBLEME I (10 points)
Les partie I, II et I1I peuvent se traiter de maniere indépendante.

A toute fonction numérique f continue sur IR on associe la fonction numérique g
définie par :

glx)= iJﬂ;(zf)dt six#0
XJo
g8(0)=f(0)
Partie I
1. Etudier la parité de g lorsque f est paire ou impaire.
2. Démontrer que g est continue sur IR.

3. Démontrer que g est dérivable pour x = 0. Exprimer g'(x) en fonction de =,

g(x) et fix).

4. Démontrer que si f est dérivable en 0, alors g est dérivable en 0 et calculer
£'(0) en fonction de f'(0). On pourra utiliser le développement limité & ordre
I et au voisinage de 0 de la fonction f.

Partie I1
Calculer g(x) lorsque fix) = Ix1.
Partie III

On considere la fonction numeérique f définie par :

flx)=xinlxlsix =0
f(0)=0
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a) Démontrer que la fonction f est continue sur IR.

b) Calculer g(x).
Partie IV
Dans cette partie on prend : :
flx) = lsin x|
1. a) Calculer g(x) pour 0 <x <. La fonction g est-elle dérivable pour x = 0 ?

b) Calculer g(x) pour r<x <27 .
¢) Calculer g(x) pour kr <x < (& + 1 Jm ou k& est un entier naturel.

2. a) Démontrer que g'(x) s'annule une seule fois sur [0, 7], pour une valeur

o dont on précisera la position par rapport & —275

b) Former le tableau de variation de gsurl0 ]

3. a) Démontrer que g'(x) sannule deux fois sur (7, 27 ], pour deux valeurs

S et ydont on précisera la position par rapport a 53—97?—

4

b) Former le tableau de variation de gsur[m2r].
4. Indiquer lallure de la courbe représentative (C)de gsur [-7x, 2x].
5. Calculer :
am g(x)

X3 400

On pourra utiliser la partie entiére de —.
T

PROBLEME II (10 points)

On note IR,[X] l'espace vectoriel des polynémes de IR[X] formé du polyndme

nul et des polynémes P vérifiant d°P <n. On note 2=(1,X,X?,.. X")labase
canonique de IR, [ X].

Partie I
1. Déterminer les polynémes Lo, Ly, Ly de IR [X] vérifiant :

J LO(O):I,L()(J):LO(.?):O
Li(1)=1,L,(0)=L,(2)=0
1 Ly(2)=1,L5(0)=Ly(1)=0
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2. Démontrer que la famille 3’ = Ly, L;, Ly) est une base de IR [X] et montrer

que les coordonnées d'un polynome P de IR ol X1 dans cette base sont P(0), P(1) et
P2).

3. Former la matrice de passageA de 33 7'
4. Calculer les valeurs propres de A. Cette matrice est-elle diagonalisable ?
5. a) Déterminer le sous-espace propre de A relatif & sa valeur propre entiére.

b) En déduire les polynomes P de IR ol X1 vérifiant :

P(X)=P(0)+P(1)X +P(2)X?
Partie I1

Etant donné n + I nombres réels ap, @y, ..., ap vérifiant ap< a; < ...<a,, on
considere les n + 1 polynémes Lo, Ly, ...,L, de IR, [X] définis par:

Li(ai):l,OSl:SR
Li(aj)=0,0Si§n,0§.j£n,i;:’j
L. Déterminer les polynomes Ly, Ly, ..., Ly. Indiquer leurs degrés.

2. Démontrer que la famille 3'=(Ly,L;,...,L,) est une base de R, [X].
Montrer que les coordonnées d’un polynoéme P de IR, [X] dans cette base sont
P(ay), P(a;),..., P(a, ).

3. On note A la matrice de passage de # a ’. Déduire de la question 2, sans
calcul, son inverse A I,

4. Démontrer que :

Pour cela on pourra étudier les racines du polyndéme :

@=1- iLi
t=0

En déduire la somme des éléments de la premieére ligne de A et la somme des
éléments de chacune des autres lignes.

5. On suppose que ag = 0. Démontrer que I est valeur propre de A. En déduire
qu’il existe des polyndémes non nuls P de IR X1 tels que :

3/4



n
P(X)=) P(g;)X’
i=0
6. On suppose que ap = 1. Démontrer que la somme des éléments de la premieére
colonne de A est égale & I et que la somme des éléments de chacune des autres
colonnes est nulle. '

7. On suppose que a; = i pour tout entier naturel ,0<is<n.Onpose @y =1 et,
pour tout entier naturel p, 7 <p <n, on note @p le polyndéme de IR » [ X1 défini
par:

Qp(p) =1

Qp(k)=0si0<k<p-1,kelN

a) Calculer Qp (X).

b) Démontrer que la famille "= (Q,, Q... &, ) est une base de IR [X].
Partie III. Retour a la partie I. Rappelons quen =2 etag =0, a; = 1, as=2.
1. Former la matrice de passage Bde 54 5",
2. En utilisant la relation B = AC, calculer la matrice de passage Cde 3" a 3",

3. Déduire de 1 et 2 que A est le produit de deux matrices triangulaires que l'on
précisera.

NOTA:
#  Les candidats ne doivent porter aucun signe distinctif sur les copies.

» Les épreuves sont d’une durée limitée. Aucun brouillon ne sera accepté, la gestion du temps faisant partie
intégrante des épreuves.
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