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COMPOSITION PORTANT SUR LES MATHEMATIQUES

EPREUVE N° 34

Durée : 5 heures
Coefficient : 2

SUJET :

PROBLEME I (5 points)
Pour tout entier naturel n, n =2 I, on considére la fonction numérique f,, définie
par :
2 2

fn(x):eﬂu x

1. a) Calculer :
am f,(0)et fim f,(x) pourx =0

n-3+too n-yte
b) On note f 1a fonction numérique définie par :

f(x)= dim f,(x)

n 4o
Etudier la continuité de f,, et celle de f-

2. Démontrer que la suite (f;) ne converge pas uniformément vers fsur IR :
a) Sans calculs (en utilisant les résultats de la question 1.).
b) Par un calcul direct.

3. Etant donné deux nombres réels a et b, tels que 0 < a < b.

a) Démontrer que la suite (f,) converge uniformément vers f sur 'intervalle

[a, b].

b) Etant donné un entier naturel n, n 21, on pose :

b

2.2

I, =J. e™" " dx
a

Calculer ;

fim I,
n—+ee



4, On congidére la fonction numérique g, définie par :
g.(x)=xf(x)
Former le tableau de variation de g, sur [0, +o].

5. Calculer f',(x) puis Zim [’ (x).

n—+toe
6. On consideére la fonction numérique F définie par :

F(x)= tim [ (x)

no e

a) Démontrer que la suite (f’, ) ne converge pas uniformément vers ¥ sur
[0, +oo[.

b) Démontrer que la suite (f', ) converge uniformément vers F sur tout
intervalle de la forme [a, + [, aveca > 0.

PROBLEME II (5 points)

Le plan est rapporté a un repére orthonormal d’origine O. Pour tout nombre réel
strictement positif R, on note Dg le disque de centre O et de rayon R et Cg le

carré défini par x| <R et 1yl <R. On considére application f de IR? dans IR,
définie par :

flx,y)=e (5"
On pose :

Jr =J f(x,y)dxdy et Kg =J f(x,y)dxdy
Dp Cg

1. Représenter géométriquement Dg, Dop et C g sur le méme graphique. En
déduire que :
JrR<Kp<Jor

2. Calculer Jg en utilisant les coordonnées polaires ; en déduire la valeur de :

J= tim J R
R+
3. Démontrer que Rﬁim Kp, existe et donner la valeur K de cette limite.
= oo
4, On pose :
+R
— t2
IR = J‘ e dt
-R
Démontrer que :
Kp=If

En déduire [ = /4im Ip.

R+



5. Etant donné un nombre réel a, a > 0, on pose :
+R 2
IR((I-):J. e‘“‘ dt
-R

Exprimer Ip(a) en fonction de I, 7. En déduire la valeur de :

I(a)= tim Inp(a)

R+
PROBLEME III (10 points)

Soit £ un espace vectoriel complexe de dimension finie égale 4 n. On note idg
I'application identique de E. Pour tout endomorphisme f de E on pose :

fO=idg et f*H ! =frof

pour tout entier naturel 4.
Etant donné un endomorphisme f de K et un entier naturel p, p > 1, on dit que f

est cyclique d’ordre p s'il existe un vecteur a de £ vérifiant les trois conditions
suivantes :

i) fP(a)=a.
1) Les p vecteurs a, ...,fk(a),.,_,fp' I(a) sont deux a deux distincts.
ni) La famille (a, ...,fk(a.),...,f"” T(a)) engendre E.

On dit alors que cette famille est un cycle d’ordre p def.

Partie A

Etude d'un exemple pour n = 3.

Soit {e;, e;, e3) une base de E et f I'endomorphisme de E ayant pour matrice
dans cette base :

1 2 2
A= 1 1 2
-2 -2 -3
1. a) Démontrer que la famille :
(er, fler), [7(e;))

est une base de E.

b) Former la matrice A; de frelativement a cefte base.



2. a) Calculer Af. En déduire f? et A%

b) Démontrer que la famille (e,, f(e;), f2(e;), f3(e;)) est un cycle
d'ordre 4 de f.

3. a) Calculer les valeurs propres de f. Est-ce que f est diagonalisable ?

b) Déterminer les sous-espaces propres de f.

4, a) Déduire des résultats précédents la solution générale du systéme
différentiel :
T x+2y+ 22
. }% =x+y+22
% =—2x-2y -3z

b) En déduire les solutions réelles de ce systéme différentiel.

Partie B

Etude du cas particulier ou f est cyclique d’ordre n.

Soit F=(a,...,f*(a),....f* '(a)) un cycle d'ordre r de f.

1. Démontrer que F est une base de E. Déterminer la matrice B de fdans cette
base.

2. Calculer les valeurs propres de f. Est-ce que f est diagonalisable ?
3. Déterminer les sous-espaces propres de f.
Partie C

Etude du cas général.

Soit f un endomorphisme cyclique d’ordre p de E et (a, ..., f*(a),....,f? 1(a)) un
cycle d’ordre p de f.

Pour tout entier naturel %, k > 1, on pose F, =(a, ...,fk ~Ita)).
1. a) Démontrer que p 2 n et que les vecteurs de Fjp sont invariants par f7.
b) En déduire que f?=idg et que f est bijective. Exprimer £~ a l'aide de /.

2. a) Démontrer que, si Fj, est libre, alors & <n.

Dans toute la suite on note m le plus grand entier naturel % tel que F}, soit libre.




b} Démontrer par récurrence sur g, que pour tout entier naturel g = m,
f9(a) est combinaison linéaire des vecteurs de F,,.

¢) Démontrer que Fy, est une base de & et que m = n.

3. Onnote ay,..., @, _; les coordonnées de " (a) dans la base I'y,. On pose :

g=ogidg +oyf ++a, "1
a) Démontrer que pour tout entier naturel g on a:
gofi=floget glfi(all=f"1fal]
b} Démontrer que g = f". Déterminer la matrice B de f dans la base F,.

4, a) Démontrer que 0 n'est pas valeur propre de f.

b) Soit A une valeur propre de f. Démontrer que le sous-espace propre
associé 4 A est une droite vectorielle.

NOTA:

> Les candidats ne doivent porter aucun signe distinctif sur les copies : pas
de signature (signature & apposer uniguement dans le coin gommé de la copie a
rabattre) ou nom, grade, méme fictifs.

» Les feuilles de brouillon ne seront en aucun cas prises en compte.



